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TEMA 1. FUNCION REAL DE VARIABLE REAL

1.1. Introduccion

Simbologia
3 existe A no existe
€ pertenece & no pertenece
Y para todo X no para todo
/ tal gue

Conjuntos numéricos

Naturales N={1,2,3..} como vemos el O no pertenece.

Enteros z={-3,-2,-1,0,1,2,3..}

Racionales Q-={-1/2,-2,1/2,2..} no contiene los decimales sin periodo
Reales R={..e, TI, ..} contiene nimeros racionales sin periodo
Funcién

Transformacion que convierte un nimero real en otro numero real.
f=x  f(@)=2°

Para cada valor de x, tenemos un dnico valor.

Funcién Real de variable real
Son las funciones con una variable independiente.



1.2. Dominio

1.2.1. Dominio

Es el conjunto de valores de la variable x, para los cuales la funcién existe
El dominio viene caracterizado por el tipo de funcién.

f(X)=\/: D={x>0}
Funcién Polindmica | El resultado es siempre positivo D ={R}
Funcién exponencial | El resultado es siempre positivo D ={R}
Funcidn Racional El denominador debe ser distinto de cero £ ) x+1
X)=——
x -1

D={xeR/x-120}

Funcién Irracional

El radicando debe ser mayor o igual a
cero

f(x)=4 g(x)

n impar D = {R}
npar D={xeR/g(x):0}

Funcién logaritmica

Valores que hacen mayor de cero lo que
hay dentro del logaritmo.

f(x) = loge (g(x))=Ln (g(x))
D={xeR/g(x)>0}

Funcién
trigonométrica

f(x)=seng(x)— D=R

f(x)=cosg(x)—» D=R

f(x) = tg g(x) — D ={xeR/cos (g(x)) # O}
ya que tgx = senx / cosx

NOTA:

Funcion Logaritmica

El logaritmo es la funcidn inversa de la exponencial

loga=b —
log. 8 =3 —

Logaritmo neperiano

f(x) = loge x = Ln x

a=2°
23-8




1.2.2. 6raficas fundamentales

Polinémicas

Si resto o sumo nimeros, generamos paralelas
Si afiadimos coeficientes 2x, 3x... cambiamos la inclinacién.

f(x) = x

3
24
12

a2
24
36

f(x) = x°

£00) = X3

Exponenciales
f(x) = e*

Funcion Racional.,
f(x)=1/x

Funcion Irracional,

Fx)=/x

- L
-3 -2 -1 1 2
Kl q4
-2 21
Funcion Logaritmica. Funciones trigonométricas. Funciones trigonométricas.
f(x)=Lnx f(x) = sen x f(x) = cos x

B
Agui no esiste
la funcidn

-3




1.2.3. Ruffini. Factorizacion de polinomios ***

Consiste en separar las funciones polinémicas en productos de binarios.
Solo localizamos las raices enteras.

x* -4x+3
1 -4 3 * elegimos un numero que divida al fermino independiente, en
este caso serdn; 1, -1, 3, -3. Vamos probando.
1 -30 * Se tiene que anular el dltimo termino.
3 *Hacemos lo mismo hasta anular
1 0

* El 1y el 3 son solucién de la ecuacidn, si sustituimos por estos valores tendriamos un O.
* Al sustituir el polinomio en factores, ponemos el signo contrario de las soluciones, para

descomponer y no anular, por tanto tfenemos que:

x? = 4x +3 = (x1)(x-3)
*También podriamos haber calculado las soluciones mediante la regla
(-b)t /] b® - 4ac

2a

ax® +bx+c=0 = x=

1.2.4. Relaciones trigonométricas ***

sen®x + cos®x=1

sen2x = 2senxcosx

cos2x = cos’x - sen’x

1.2.5. Relaciones Logaritmicas ***

In(a-b)=/na + Inb

a
In [—] =/na - Inb
b

In(a®) = b/na

In(8)=1In(23)=3/n2




1.3. Limites

1.3.1. Limites puntuales
El limite de una funcion en un punto, es el valor al que tiende la funcidn cuando nos acercamos a

dicho punto.

lim f(x)=L

X—> X0

El limite marca la tendencia, por tanto, no tiene porque existir la funcién en ese punto.
Puede existir el limite, aunque no exista la funcién en ese punto.

X +2

f(X):X+2

1.3.2. Limites laterales
Limite por la izquierda
limf(x) =L,

X=X,

Limite por la derecha

limf(x)=1L,

X—> X,

Para que exista el limite de una funcion, los limites laterales deben coincidir.

L, =1L,

1.3.3. Limites Infinitos

El limite de una funcion cuando tiene a infinito, indica el valor al que tiende la funcion para valores

won

de "x" muy grandes.

lim f(x)=1L

X 0

Nl

3..

1
oyt
=

2t

o

En este caso, la funcién tiende a cero.




1.3.4. Tipos de soluciones

Indeterminadas Determinadas

0 e . n ee 0 0

— — o - 1 0- —=z40 —=z=z4+0 —=0 — =0
0 0 0 0 n +o0

1.3.5. Calculo de limites

1.3.5.1. Indeterminadas tipo cociente 0/0

=———=—  Indeterminado

Salvamos la indeterminacion simplificando

e X ’ S S
m = lim =lim =
woz X2 =4y (2)($2) e x+2 4

** En un dominio NO podemos simplificar, PERO en los limites si porque no estamos en el punto,
sino que tendemos a el.

o0
1.3.5.2. Indeterminadas tipo cociente —
o0

o 3xf+2x+1
lim -, .-
xon XS —Xx+2 0

Para salvar la indeterminacién, nos fijamos en los grados del polinomio y dividimos todo entre el
mayor grado.
3x% +2x+1 5.2, 1

o 3xP+2x+1 , x° w o 3+0+0 3
lim ————= lim . = = - -
xono IX -x+2 xon IX -x+2 7 1 2 7-0+0 7
X o Xre -,
X2 0 002

1.3.5.3. Indeterminacion por raices

Las raices suelen provocar indeterminaciones del tipo « -« |, pero hay que probar siempre, por si
acaso.

im(\x et = x) 2o - o 2w -

(a-b)(a+ b)
a+b

lim(~\ x + —\/:):(‘X+ _\/:)(VX*' *'\/:) _\/,\/+12‘\/:2 x+1-x

Para evitar la indeterminacién, hallamos el conjugado a - b =

N P PN e B P Pr O P R

1
=—=0
0



1.3.6. Teorema de Unicidad.

Si f(x) tiene limite en un punto xq, dicho limite es Unico.

1.3.7. Infinitésimos

Diremos que una funcién f(x) es un infinitésimo en el punto xo, si

limf(x)=0

XX,

Entre distintos infinitésimos se establecen drdenes de infinitud dependiendo del ritmo con que
tienden a cero.
Asi, se dice que dos infinitésimos f(x) y g(x) en x,, son equivalentes cuando tienen el mismo ritmo,

y en ese caso se cumple que

f(x)
lim —= 1
XLTO g(x)

1.3.8. Principio de Equivalencia

No varia el limite de un cociente indeterminado al reemplazar un infinitésimo por otro equivalente
aél



1.4. Continuidad

Una funcién f(x) es continua en un punto X, si
Existe el limite en dicho punto
lim f(x)= L

)(—))(U

El limite coincide con el valor de la funcidn en dicho punto
lim f(x)= f(x,)

XX

Continua en x,=3

1.4.1. Tipos de discontinuidad

No continua en x,=3

Evitable

Cuando existe el limite
en X,, pero la funcién
no esta definida en
dicho punto o foma un
valor distinto al limite.

T 1 2 3 W
a4
_2 4
Inevitable de primera | Sa/to finito. Cuando la
especie. diferencia entre los A
Cuando existen los limites laterales es un 11
limites laterales pero ndmero finito .
son distintos. 3 2 - 1 2
.‘| 1
_2 4
Salto infinito. Cuando &
la diferencia entre los 31
limites laterales es 27
‘I 4
[o 0]
—‘—l—|-_‘-‘-‘\

Inevitable de segunda
especie

Cuando alguno de los limites laterales o los dos, no existen.




1.4.2. Continuidad genérica

Funcion Polinémica Continua siempre
Funcién exponencial Continua siempre
Funcién Racional Continua en su dominio
Funcién Irracional Continua en su dominio
Funcion Logaritmica Continua en su dominio
Funcién trigonométrica Continua siempre

1.4.3. Continuidad en intervalos

- Diremos que f(x) es continua en (a,b) cuando lo es en todos los puntos del intervalo, sin
coger a hi b.

- Diremos que f(x) es continua en [a,b] cuando es continua en (a,b) y ademds es continua por
la derecha de a'y por la izquierda de b.

1.4.4. Propiedad de continuidad

La suma, el producto, el cociente y la composicién de funciones continuas, es siempre otra funcién
continua.

f(x)=¢e* e* + senx funcioncontinua

g(x) = senx e senx funcioncontinua
f 0 g = f(g(x)) = e**™ funcién continua
g o f = g(f(x)) = sen(e) funcién continua

1.4.5. Teoremas de Continuidad ***

Teorema de Bolzano
Si tenemos una funcion f(x) continua en un intervalo cerrado [a,b], de manera que f(a) y f(b) tienen
signos opuestos, entonces se puede asegurar que habrd, el menos un punto c entre ay b, donde

f(c)=0. 5 —/
/-4-

Teorema de los valores intermedios

Si tenemos una funcién f(x) continua en un intervalo cerrado [a,b], y m representa el menor valor
de la funcién y M el mayor valor de la funcién, se puede asegurar que la funcién tomara todos los
valores intermedios entre my M.

10



TEMA 2: DERIVADAS

2.1. Introduccion

La derivada de una funcién en un punto, representa la pendiente o inclinacién de la curva de la

funcidn, en dicho punto.

f'(x)=

lim

df (x) f(xy+h)-f(x,)
dx

h—0 h

04a1

Eks 0361
F 0.241 R&*Fﬁ = FE&.::
o) 12 k.

028 012 0

012
0.

0361

012 ~024 036| 048 |06 072 084
r *, #th

flxy +h)—f(xg)

pendiente media =

AR+

h

Hacemos que h->0, para calcular la pendiente en ese punto, por eso se calcula el limite.

NOTA: Pendiente del 10%

pte= 10/100

10m
100 m

2.2. Signos de la derivada

f'(x)>0 Pendiente positiva | Funcion creciente

f'(x)<0 Pendiente negativa | Funcién decreciente

f'(x)=0 Pendiente nula Punto de inflexidn, punto mdximo o punto minimo
A Pendiente nula -> punto de inflexidn
3 L

1



2.3. Formulas principales de derivadas
f(x)=¢C f'(x)=0
f(x)=x" f'ix)=n-x"""

1 1
f(x)=— f'(x)=-—

X X
f(X)='\/; f'(X)Z !

2\ x
f(x)=eée" f'(x)=¢e"
f(x)=a” f'(x)=a"/na
f =/ 1

(x)=/Inx fyst

X
f(x)=senx f'(x)=cosx
f(x)=cosx f'(x)=-senx
f(x)=1gx . . ) , )

f'(x)= . f'(x)=1+1g°x f'(x)=sec"x

cos‘ x
f(x) = arcsenx £ Ox) =

1-x°
f(x) = arccosx 00 - -
1-x°
f(x):= arctgx £ () = 2
1+x

2.4. Reglas de derivacion

1° | (K- f(x)) = k- f(x)

2° | (f(x) £ g(x)) = f(x) £ g(x)

3° | (£(x) - g(x)) = (F(x) - g(x)) + (f(x) - g(x))

4° AR gx) - fx) g

(AX) 7 gX) =

g(x)

Agx)" = f'(g(x)

)9’ (x)

o .
5 Regla de la cadena. Para funciones compuestas.

Primero derivamos la funcién mds externa, luego la siguiente, etc...

12



2.5. Derivabilidad

La derivabilidad consiste en saber si una funcién es derivable o no.
Las condiciones para que una funcién sea derivable son.

1° Para que una funcién f(x) sea derivable, debe ser obligatoriamente continua.
2° Para que una funcidn f(x) sea derivable en un punto, debe tener unas pendiente definida en

dicho punto, es decir, debe variar de forma suave en dicho punto

3 3
FUMCION SUAVE o | \FLINEIEIN BRUSCA, L

‘I__

SENTA P T E i
E _‘I..

A P

3° La derivabilidad en un punto, la comprobaremos calculando las derivadas laterales en dicho
punto, ambas deben coincidir para verificar que f(x) es derivable en dicho punto.

4° La derivabilidad general de una funcién f(x), se comprueba haciendo su derivada y estudiando el
dominio de la derivada obtenida.

2.6. Teorema de Rolle ***

Si tenemos una funcidn f(x) continua en el intervalo cerrado [a.b]y derivable en el intervalo
abierto (a,b) y ademds f(a) = f(b), entonces, existird al menos un punto c entra ay b, de manera
que f'(c) = 0.
5 4
4 4
3 1
f(a) = f(b) 2

‘I..

‘o
&
o=
a2
=i
o
-1

pte =0

13



2.7. Teorema del valor medio o Cauchy

*kk

Si tenemos una funcién f(x) continua en el intervalo cerrado [a.b]y derivable en el intervalo
abierto (a,b), entonces existird al menos un punto c entre a'y b de manera que se cumpla

file)=

Esto quiere decir que habrd al menos un punto donde su derivada sea igual a la pendiente media.

0.96
ik

072y

0ET
0437
0361
02471

01z

f(b)-f(a)

b-a

)

012

pte media
feh) - (2)
012 O 012 024 03 obe o0 07d 084 0P 1.08
1 a o 3]
1 b-a=h

-0.24

Ejemplo. Sivamos de viaje a una velocidad media de 100km/h, y vamos circulando entre 80km/h y
150km/h, en algin momento del viaje iremos exactamente a 100km/h.

2.8. Teorema de L'Hopital ***

Si tenemos dos funciones f(x) y g(x) derivables y tenemos el siguiente limite indeterminado

f(x) o 0

m - 0
x o x g(X) o0 0

Podemos decir que dicho limite coincide con

im £ i £
xox, 9(X)  xox, g (X)

Esta regla se puede aplicar cuantas veces sea necesario para quitar la indeterminacion.

14



2.9. Indeterminaciones especiales ***

Hay algunas indeterminaciones que ho son las especificas de L'Hdpital, pero se pueden arreglar
para poder aplicar el teorema de L'Hopital. Dichas indeterminaciones son:

0w
1CX)

La forma de proceder es la siguiente.

a)
0-©

lim x/nx=0-/n0=0-(-)

x—0
Vemos que tenemos una indeterminacién, para salvarla, cambiamos uno de los coeficientes al
denominador invertido, para continuar con la igualdad.

CoInx . /0 - . . N
lim—= lim—= — Ahora si podemos aplicar L™ Hopital
x>0 1 x<0 l ©
X 0
1
Cdx o ox o —xE -
lim—= lim——= lim = lim(-x)=0 Y queda resuelto el limite
x—=0 - x<0 . x—0 X x—0
X x°

b)
1
1 1

lim ((cos x))* = ((cosO ))°=1"

x—0

Vemos que tenemos una indeterminacién, para salvarla hacemos el Ln del limite...
1

= 1
Ln(L) = lim In(((cosx))* )= lim—In(cosx)= lim
x—0 x>0 X x—0 X O O

In(cosx) In(cosO) 9

Y ahora si podemos aplicar L” Hopital

(-senx)

~ In(cosx) . CoSX ~ —senx —senQ
lim——— = lim = lim = =
x—0 X x—0 1 x—0 Ccosx COSO

-0
_ 0

1
Pero este NO es el resultado del limite, sino del Ln del limite, por tanto, para hallar el resultado

del limite debemos despejar.
1

Ln(/im)=0 = /im=¢e® =1 = lim ((cosx))* = 1

x—0

15



TEMA 3. ESTUDIO LOCAL DE FUNCIONES

3.1. Representacion local de funciones
Es la representacién grafica de una funcién, para ello debemos hacer 7 pasos indispensables.

PASOS IMPORTANTES

EJEMPLO PRACTICO f(x)=

GRAFICA DE LA FUNCION

x+1
1° Dominio D={xecRY x+120} L 5
D=R - {-1) | ol
I
B
| 2}
2° Puntos de corte con los )
ejes EJeXf(X):O:>X+1:O:>X=O | "
Enelejex ->f(x)=0 |
Enelejey -> f(0) = ¢? Ejey f(0) = ¢? |
f(0)s——=2—:0 = y=0 - ] EOE

Signo de la funcién

Hacemos una tabla con los
puntos criticos del dominio y los
puntos de corte en el eje x.

-1 0
-2 -1/2 2
X - - +
x+1 - + +
f(x) |+ - +

P

Z

N

3° Simetria de la funcién
Par =>f(x) = f(-x)
4

Cogemos un punto al azar

X=2

x=-2

f2)- 22
"2+1 3

2y-—< % 5

f2) 2+1 -1

NO es simetria->ASIMETRICA

4° Periocidad de la funcién
Solo consideramos periddicas a
las funciones trigonométricas.

No es periddica

16




5° Asintotas

Asintotas Verticales. Una recta
vertical que indica un valor de x,
Xo, para el cual la funcién tiende
Q #oo

lim f(x)=4zo0
Estdn siempre asociadas a
problemas de dominio, sobretodo

en fracciones y logaritmos.

Asintotas Horizontales. Una
recta horizontal que indica a que
valor tiende la funcién cuando x
tiende a +oo

lim f(x) = lim f(x)

x>t X >
Normalmente vale con +oo,
excepto en exponenciales, donde
calculamos +e y -0
lim f(x) y lim f(x)

X—>= 0 X+ ®

Las asintotas verticales NO
pueden cruzarse con la funcion,
PERO la horizontal ST puede
cruzarse.

Asintotas Oblicuas. Una recta
oblicua que indica la tendencia
de la funcién en +eo,

y=mx+n
Donde
f
m= lim () 0
X0 X

n=lim(f(x) - mx)

Xon
Solo se calculan cuando NO hay
asintotas horizontales

Asintotas Verticales. Estudiamos todos
los puntos criticos del dominio.

Por tanto, tenemos una asintota
vertical en x = -1

Para saber exactamente que pasa en la
asuntota, estudiamos los limites
laterales en x = -1.

X -1 -1
lim T — =z +®
vo--X+1 -1"+1 0

X -1° -1

Asintotas Horizontales. Hacemos el
limite cuando x tiende a +oo

o0
=—= L' Hopital

lim
xowo X+ 00

. 1
lim = lim—=1
x>0 X+ X0 1

Por lo tanto, tenemos una asintota
horizontal eny =1

Asintotas Oblicuas.Como tenemos una
asintota horizontal NO estudiamos las
asintotas Oblicuas.

17




6° Primera derivada
Crecimiento y Decrecimiento
Mdximos y minimos Relativos
6.1. Calculamos la derivada.
6.2. Igualamos a cero.
6.3. Resolvemos la ecuacién y se
hallan los puntos criticos.
- mdximos
- minimos
- Ptos. Inflexidn
6.4. Hacemos la tabla de signos
con:
- Ptos. Criticos de f(x)
- Ptos. Criticos de f'(x)
6.5. Estudiamos las zonas
f7(x) > 0 => Creciente
f’(x) < 0 => Decreciente
£ (x) = 0 => P. Inflexién

fe=2

6.1. Calculamos la derivada.

1x+1) - x1 1
(1 (x+1)

6.2. Igualamos la derivada a cero.

f(x)=

f (X)=O:>m=0

6.3. Resolvemos la ecuacion.

1 = 0 = Indeterminado

Por tanto NO hay solucién, asi que NO
hay puntos criticos de la derivada, por
tanto NO hay mdximos ni minimos.
6.4. Hacemos la tabla

) -11
f'(x) + +
Creciente | Creciente

| 4

CRECIENTE |

CRECIENTE

_— — — —

T

-3 -2

7° Segunda derivada

Concavidad y Convexidad
**Solo lo hacemos si nos piden estas
cualidades de la funcién, si no NO.

7.1. Calculamos la 2% derivada
7.2. Igualamos a cero el
resultado
7.3. Resolvemos la ecuacidn y
hallamos los puntos criticos de
2° orden, que son puntos de
inflexién.
7.4. Hacemos la tabla de signos
con:

- ptos. Criticos f(x)

- ptos. Criticos f"(x)
7.5. Analizamos la concavidad y
convexidad
f"(x) > 0 => convexa (cuchara)

2

z 0 2
f"(x) < 0 => céncava

-2
** Si tenemos algtn punto critico donde
f'(x) = 0, entonces:
f"(x) > 0 => minimo relativo
f"(x) < 0 => mdximo relativo
f"(x) = 0 => pto. Inflexién

7.1. Hacemos la 2% derivada

1
f (X)-LX+1)2J ]
- -2y - _ '3_—_2
S((re1)7) 220 )T 2 e
7.2. Igualamos a cero
_2 .
(1)

7.3. Resolvemos la ecuacién
-2 = 0 = Indeterminado

Por tanto NO hay puntos criticos de 2° orden, asi
que NO hay puntos de inflexidn.

7.4. Hacemos la tabla
-1

-2 0

f'x) |+ -

Convexa | Céncava

Con todos estos datos ya
podemos dibujar la funcidn.

7
3
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3.2. Polinomio de Taylor

El polinomio de Taylor de una funcién f en un punto xo, es una aproximacion polinémica de la funcidn,
capaz de sustituir a la propia funcién en puntos muy préximos a “xo".
Se calcula a partir de derivadas sucesivas con la formula:

f'(x f'' (x fx
P (x)=f(x,) + (,")(x—xo) + ;,‘)) R e R0
Ejemplo. Calcula el Polinomio de Taylor de grado 3 de la siguiente funcidn.
f(x)=In(2 - x)en x=1
Segln la teoria, la formula a seguir serd;
- fFO . EO e, M)
Pux)=f(1) + m (x-1) + 0 (x-1) 3l (x-1)
Asi que vamos obteniendo cada operador
f(l)=In(2-1)=/m1=0
)= Mm@ -x) = o= (1) ==ot—= =t -~ -
BRI PR S 2-x 2-1 1
" 0-(2-x) - (1)1) -1 -1 -1
f''(x)= 5 = 5= ST
2 -x) 2-x)y @-1)y 1
-2 -2
FUX)=f' (X)) ~R-x)2 =" (x)=~(-2)(2-X)°(-1) = ﬁ =T -2
X

Por tanto, el polinomio de Taylor queda;

P _O 1 _1 i _12 i _13
3(x) = +1(x )+2(x )+6(x )

Pi(x)=0 -x +1 —%(x—l)z —%(x—lf

Y si sustituimos en el polinomio de Taylor por un valor muy cercano a x=1, vemos que se aproxima
mucho a dicho valor, por ejemplo sustituimos por x = 1,1

P.(1,1)=0 1 1( 1)? 1( 17 =-11 +1 1(11 1) 1(11 1)}
, = -x +1 ——(x- -—(x - =-11 +1-—(1,1 - -—(1,1- =
’ 2 3 2 3
1 2 1 3
=-01-—01°-—=0.1° = -0.1053
2 3
Queda comprobado que el polinomio de Taylor funciona correctamente.

**También podemos usar el Polinomio de Taylor para hallar la recta tangente en un punto indicado,
sabiendo que:

f'(x0)
1

Pi(x)="f(x,) + (x=x)=y=flx) + fiixg)(x-xo)=>y=mx +n
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TEMA 4. INTEGRALES INDEFINIDAS
4.1. Introduccion
La integral es una funcidn que al derivarla, da lo de dentro de la integral

[f(x)dx=F(x) +C V¥ F'(x)=f(x)

Algunos ejemplos de integrales

[2xdx=x* + ¢

[ kdx = kldx = kx +C

[x(2 - x) dx =[ x(4-4xsx"2)dx = [(4x - 4x* + x*)dx = [4xdx - [4xPdx + | x*dx

x*° x3 x* 4 1
=4[ xdx - 4] x*dx +Ix3a’x=4? -4 Ea e c=2x° —?\/3 + ZX4 + C

Derivada de lo c{e dentro

3
j\/zx—wx:j(2x—1)?dx:%j@§(-z>’—1)z_dx:§-%:

2
1 @ 1)2 1
Z(2x - c-—
3 3

V@Ex-1) o+
. Der'lvadia de lo de dentro
Ixzx/l—2x3dx:fx2(1—2)(3)2:/)(:[—%]_[(1—2x )de):[ I]M c:[—é]\/a—zf)a s c

o) 3

[ e *@senxcosxdy = e * + C

Es la derivada de (senx)?

g
x° 2
X‘\/—dX .fxxa’x fxdx - :g'\/X5+C'
2
senx
—dx=In(1 —cosx) + C
1-cosx

ES

x x 1 X
[2etdx=2[e*dx=2 -ZJEeza’X:4e2 + C

s
[tg xdx = -—I[— eﬂX]dx=—/f7 cosx + C

1 1 1 X (1+x)? 1
f + — + dx =—— + Inx + ————— + C=2\x + Inx ~ + C
2 -1 1+x
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4.2. Tabla de Integrales Inmediatas

Ika’x: kx + C jsenxa’x:—cosx + C
X" [cosxdx = senx + ¢
[ x"dx= + C
n+1
a” 1
[a*dx = + C | S dx=1tgx + C
/na cos“x

X X
e“dx=¢e" + C
I dx = arcsenx +C

1
[—dax=lnx + ¢ dx = arccosx +C
X

1
lel—xz
-1
lel—xz
1

f

1 S dx = arcfgx +C
+ X

4.3. Integracion por partes

Se usa cuando tenemos un producto de funciones, sin relacion por la regla de la cadena.
ff(x) g(x)dx = uv -f vdu

Sabiendo que los cambios que debemos elegir son:

u — derivar — du  Funcién que al derivarse se simplifique: polinomios, etc...

av — infegrar — v Funcidn que al integrase no se complique: exponencial, trigonométrica...

Algunos ejemplos de posibles cambios son:

[ x"e* dx u=x"
v=e“dx
Ix”senxdx v=x"
[ x"cosxdx dv = senxdx dv = cosxdx
| e*senxdx Da igual cual cojamos
[ e*cos xdx
wx v=/Inx
[ x"Inxdx dv = x"dx
o U = arcsenx U = arccosx u = arctgx
| x" arcsenx dx dv = x"dx
| x"arccosx dx
| x"arctgx dx




Ejemplos de Integracion por partes.

a)
[ xe*dx
U=x=du=1ldx
dv=e‘dx=>v=¢e"
Aplicamos la formula de la Integracion por Partes
[xe*dx=xe* - [e*dx=xe" - e*+C=e*(x-1) +C
b)
[ x*e*ax
v=x*= du=2xdx
dv=e"dx=v=e"
Aplicamos la formula de la Integracion por Partes

[xPedx=x?e* - [e*2xdx=x"e* -2[xe dx=x*e"-2(e*(x-1)) + C

Es la integral anferior\}
c)

| xcos xdx
U=x=du=1dx
dv=cosxdx = v= senx
Aplicamos la formula de la Integracion por Partes
| xcosxdx = xsenx - | senxdx = xsenx —(-cosx )+ C= xsenx + cosx + C
d) Kk k
| e* senx dx

Esta es una integral ciclica, hagamos el cambio que hagamos la funcién se vuelve a repetir.
u = senx = du = cosxadx

dvz=e“dx=>v=e"

Aplicamos la formula de la Integracion por Partes
| e*senxdx = senxe* - [ e*cosdx

Vemos que aparece la misma funcién, por tanto estamos obligados a hacer el mismo tipo de cambio
U=cosx = du=-senxdx

dv=e"dx=v=¢e"
Aplicamos la formula de la Integracion por Partes
| e*senxdx = senxe* - [ e*cosdx = senxe* - [cosxe* - [ e*(-sen x)dx ] =

= e*senx - e“cosx - | e*senxdx = e*(senx - cosx) - | e*senxdx = [e* senxdx
Vemos que la funcidn se repite, por tanto, tenemos que:

. N e”(senx - cosx)
e*(senx - cosx) - I=I=>2I=¢e"(senx-cosx)=1I=

+ C
2
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e)
[ Inxdx

1
v=/nx= du=—adx
X

dv=dx=>v=x
Aplicamos la formula de la Integracion por Partes

1

[Inxdx=1Inxx -[x—dx=xlnx-[dx=xInx-x +C
X

f) Caso Particular **

Iarcsenxdx

U = arcsenx = du = —————dx

dv=dx=>v=x
Aplicamos la formula de la Integracion por Partes

1
far'csenxdx = arcsenx -x - jX —_—  dx >
_Vimx )
A
L
. L 2\2
. = 1]a-
”zf—/xfd“fxﬂ'xz)2dx=—k—2x(1—x2>2dx)=['_J( )
_,2 2 2 1
1-x 1
2

Por tanto, tenemos que

[ arcsenxdx = xarcsenx - (-1 -x* )+ C= xarcsenx + \[1-x* + C

9)
[ arctgxdx

u=arctgx = du = ax

+X2

dv=dx=>v=x
Aplicamos la formula de la Integracion por Partes

'S
> dx = xarctgx - | ax

1+x U1+x?
A

[arctgxdx = arctgx -x = [ x

X

A=f 2x
+

d lj d 1|(1 Y+ C
X == x= —In(1+x°) +
2 X2 2

2

1
Por tanto, tenemos que

1+x

1
[ arctgxdx = xarctgx - Eln(l +x%) + C

1-x

2
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4.4, Integrales Racionales o descomposicion en fracciones simples ***
Este método se usa para integrales de cociente de polinomios.
(x)
) P ax
q(x)
Para llevar a cabo este método de integracion se deben seguir los siguientes pasos:

1° Se comparan | 1.1. grado p(x)=> grado q(x) = DIVIDIMOS
los grados de p(x) ' Resto
ambos f— dx = f Cociente + ——
. . q(x) divisor
polinomios y "
podemos 1.2. grado p(x) < grado q(x) = PASO?2
encontrarnos
con dos
situaciones
2° Se 2.1. Raices Reales simples o distintas
descompone el qx)=(x-a)x-b)x-c)Vazb=c
polinomio del En este caso, descomponemos la integral en factores, de la forma:
denominador
p(x) A B c
q(x) mediante [ dx =] ——dx+ | 5 dx +[|——dx
Ruffiniy q(x) xoa o e
Donde solo queda calcular el valor de A, By C.
tenemos tres . ;
. . En estos casos, el resultado final son logaritmos.
situaciones ” ——
2.2. Raices Reales Mdltiples
q(x)= (x - a)x - b)Y (x-c)
En este caso, descomponemos la integral en factores, de la forma:
X A c 1) 3 F
IMO’X:I dx+ | dx +] 2a’x+] dx+ | S ax +] T dx
q(x) xX-a x-b (x-b) xX-c (x-¢) (x-¢)
En estos casos, el resultado final son logaritmos o potencias.
2.3. Raices Complejas
q(x)=(x-a)x-b)(cx® + dx +e)
Cuando vemos que uno de los factores NO se puede descomponer mds.
En este caso, descomponemos la integral en factores, de la forma:
X A Ox + E
[Ny S VN how [—S— e v [
q(x) X-a x-b (x - b) cxt +dx+e
En este caso, el resultado final son logaritmos o potencias y el ultimo factor
serd un logaritmo o arctg o las dos.
3° CASO n )
ESPECIAL v b dx V ax® + bx + ¢ No se puede descomponer
TIPO ARCTG. En estos casos aplicamos la siguiente formula directamente:
f—ﬂ ax nj—l dx=n 2 rcte dax+b
= = . s a
ax® + bx + ¢ ax® + bx + ¢ \ 4ac - b? g-/4ac—b2
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Vamos a realizar ejemplos de los casos expuestos en la tabla anterior.
a)

3
i x +1

» dx

x +1
1° Como el grado de p(x) es mayor que el grado de q(x) realizamos la divisidn.

2° Desarrollamos la integral con el resultado de la divisién.

" a’x-f ;
+1 x +1 x +1

3
1 1- 1-
fX : a’x:f{x+ " Xa’xJ =[xdx + | ; de:fxa’x+f dx =
X

x2+1 x +1

2

1, 2x X 1
=[xdx + | " ax - =] . x =— + arctgx ——In(x2+1)+C'
x +1 27 x +1 2 2
b)
-4
ZX—O’X
X ~bx+6

1° Vemos que el grado del denominador es mayor, por tanto, pasamos al segundo punto, a
desarrollar dicho denominador mediante Ruffini.

1 |-5 |6 x* = Bx+6 = (x-3)(x-2)

3 3 -6
1 -2 |0
2 2
1 0
2° Por tanto, la integral queda:
I 2X 4 a’x:I i’ a’x+J%a’x:
X —~bx+6 x-2 x~3
3° Desarrollamos el sistema de ecuaciones para hallar los valores de A'y B.
x—4 A B A(x-3)+B(x-2) Ax-A3+Bx- A&

= +

X -Bx+6 x~2 x-3  (x2)(x3) (x-2)(x-3)

X ~—4==3A + Ax + Bx - 2B = Damos valores

X=2=>x"4=A(x-3)+B(x-2)=>2-4=AR-3)=>2="A=>A=2

x=3=>x"4=A(x-3)+B(x—2)=3-4=B(3-2)=-1=8=8="1
4° Desarrollamos la integral desde el principio.

x-4 . A . B .2 1
I » ax = | ax + | ax = | a’x+j-— dx =
x - Bx+6 X~ 2 x—3 x~2 x—3
1 1 -2Y
2[——dx - [——dx=2In(x-2) - In(x-3) + c:ln[uJ +C
x-2 x—3 x—3
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c)

1
ax

3 2
X —2x +x
1° Vemos que el grado del denominador es mayor, por tanto, pasamos al segundo punto, a
desarrollar dicho denominador mediante Ruffini.

1 1 ;2 11 X =2x v x=x(x - 2x+1)= x(x1)(x1)
1 -1 0

1 1
1 10

2° Por tanto, la integral queda'

1 4
= [T [ [ ok
X —2x +x 1 (x-1)
3° Desarrollamos el sistema de ecuaciones para hallar los valores de A, By C.
1 A B € Ax-1) +Bx(x-1)+C
—Z, . - (1) + x(’: L X - A(x-1) +Bx(x-1)+ Cx
x —2x +x X x~1 (x-1) x(x-1)

Damos valores a x para hallar las incégnitas.
x=0=1=A0-1) +B0O0-1)+C0=A=1
x=1=1=A0-1)+B(l-1)+C=>C=1
x=2=21=AR-1) ' +B2R-1)+C2=1=A+2B+2C>1=1+2B+2 = B=-1

4° Desarrollamos la integral desde el principio.

i e T

—dx = Inx ~ In(x~1) + [(x-1)"dx=
(x-1Y

. -1)"
=/hx — In(x-1) + f(x-l) dx= /Ix - In(x-1) + % +C=/Inx — In(x-1)-

+(C=
-1

X +X

1° Vemos que el grado del denominador es mayor, por tanto, pasamos al segundo punto, a
desarrollar dicho denominador mediante Ruffini.

1 0 1 X3+X=X(X2+1)
-1 -1 1

1 -1 NO

1 0 1
1 1 1

1 1 NO

Vemos que el segundo factor NO se puede descomponer, asi que estamos en el caso 2.3.
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2° Por tanto, la im‘egr'al queda:
Bx+C
J dx f —dx + f
X+ x x +1
3° Desarrollamos el sistema de ecuaciones para hallar los valores de A, By C.
1 A Bx+C A(X +1) + (BN

ax

; ==+ = ; S1=Ax +A+Bx + x>
X +x X  x +1 x(x +1)
Ax" +Bx =0
cx=0
A=1
Por tanto, despejando el sistema de ecuaciones, fenemos que:
A=1
A+B=0=>1+B=0=>8="1
c=0
4° Desarrollamos la integral desde el pr‘incipio
1 BX+C' “1x+0 - 1x
I a’xja’x+] Ja’x+J a’xIa’x+J dx =
X+ x x +1 x X +1
1 X 1 1
B R . SRV L P B S /nx-—ln(x “1) +C= [L]
X x +1 X 27 X" +1 NV
e)
X +1
J—3 —adx
X +Xx +X

1° Como el grado de p(x) es igual que el grado de q(x) realizamos la divisién.

X X X X
3 2 _
—X -X X 1
0 - —x 1
2° Desarrollamos la integral con el resultado de la divisidn.
3 I
x +1 !
=Xl -1 - :

X +Xx +tXx X
Dividimos la integral en diferentes partes.
Estudiamos esta primera parte de la integral.
Descomponemos el denominador en factores mediante Ruffini

1)1 1
1 1 2
1]2 INO | ¥ ux’sxz=x(x +x+1)
1)1 1
-1 -1
110 NO

+C
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Vemos que el segundo factor NO se puede descomponer en factores, por tanto, tenemos que la
parte I; es:
2
- x+1 Bx+C
1= [ s [ o [ o
X +X +X x +x+1

-x - x+1 _A()(2 +x+1) +(Bx+Ox

S -xX ~x+1zAX +Ax+ A + BX +Cx =

X e x e x X(X2+X+1)
“1=A+8 A=1
“1=A+C c=-2
1=A4 B=-2
Desarrollamos la integral desde el principio. I
2 2
-X Bx+C 1
1= | T e = L [ s [ .
X +X +X x +x+1 X
Estudiamos esta segunda parte de la integral. I5
2x~2 2x +2 2x +1
I, I—dx:—f—dx:—[fz o + }
X+ x+1 X+ x+1 T x +x+1

Intentamos sacar un In

Estudiamos la tercera parte de la integral.

1 2 2:-1x+1
I = f dx = t

= s arcrg
X +x+1 V411 -1 411 -1

En este caso, estamos en el punto 3°, por tanto, aplicamos la formula directamente.
Finalmente, unimos todas las partes de la inTegr‘al para hallar el valor total de la misma.

3
2x +1
Iax—a’x IldX+I fldx+f dx + I,= fldx+f dx-fx—dx-I3=

X +X +X x+x+1

2 2x+1
=x+/nx -In(x2+x+1)-—'ar'c1‘g[ alhi
4-1

J C=xslnx ~InGE +x+1)-—=-arct [ZX”J c
r—— + S XxX+/hx ~In(x +x+ T /—arcrtg|— — | *+
4-1 V3 3
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4.5. Integrales de Cambio de Variable ***

Hay diferentes tipos de cambio de variable, asi que iremos viendo un ejemplo de los mas
significativos.

4.5.1. Cambio de variable Personalizado

En estos casos, debemos elegir una funcion que no sea demasiado grande y tenga algo raro, como
logaritmos, etc...

nx t n® x
[——ax=[tdt=—+C= +C
X 2 2
t=Inx
1
dt =—ax
X

Hay otra forma de sacar el valor de dx, que es hallando el valor de la x y derivando, por ejemplo:

2 2

t # y/
ax=[Le dt=[tdt="+c= T
X e 2

+C
2

tzix=>x=¢e = dx=e df

1
xinx

J

1
a’xzf;a’f: Int +C=In(lnx) + C

t=/nx

1
dt = —dx
X

2
sen x
2

2
f-
| senxcosxdx = | tdt = Py +C= +

1t=senx
dt = cosxdx




4.5.2. Cambio de variable para Integrales Irracionales

Lo usamos para integrales formadas por Raices de Polinomios de primer grado.
Usamos el cambio de variable para quitarnos la raiz.

[ax-1dx=[(F +1)r-2tdr=[@F + 2 )dr=

SUSTITUIMOS

t=Nx-1=>F =x-1=x=t +1= dx=2tdt
5 3
:2[7‘4a’r+2f7‘2dr:2[%} +2[ } +c‘-—w/ - +—\/ -

Jx-1
J—l _3\/7/\/ ax

En este caso tenemos que quitar ambas raices, para poder hacer esto, lo de dentro de la raiz debe
ser lo mismo en ambas. Hacemos el siguiente cambio de variable y sustituimos.

2
X =t
0 f3 X = 7"6 =dx=6 7‘5 dt  Sacamos el m.c.m. del exponente
X =
1
’ 3
[—— \/7 = [—— 67‘ dt = J -1 ~ 6+ df =
1- \/7)( 1- \/ -
5
I-= J a’f = INTEGRAL DE POLINOMIOS
1 —
1° Diwdlmos
+ - -4 1
- a A A e A
O 1_6 _1_5
6 4
-t t
O _'/"5 f'4
5 3
t -t
0 f‘4 _f3
4 2
-t t
O _f3 7‘2
r -t
0 7..2 -t
_f 1
0 -+ 1
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R
2° Hacemos la ecuacidn, sabiendo que: D=d-c +R=> ; —c +—

d

I;

J[—r"—r4+r3—r2+r—1+} =T

3° Tenemos que I vale:

I:Il_f 1_1. f:J.

2

2 t=
1-¢ (1+9(1-9 1+¢

dt=In(l+1) +C

4° Por tanto, la integral total vale:

et
1-3x

6t 6+ 61 6F 61

S = = —t+bIn(l + P+ C=
7 5 4 3 2

:_m&) _6(%?«) +3(6\§«) 2y + 3y - 63 in(t + 83y €

7 5 4 3 2

tr ot FF
dx=6[(-# - F +F F +t-1df) s A+ P =6 -+t + )+ C
[ )+ In(t + )] 2 5 3 t+7

+

|-
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4.5.3. Cambio de variable para Integrales Irracionales Trigonométricas ***

En este caso tenemos 3 tipos diferentes

TIPO

CAMBIO

If( a—xz)a’x

X =°\/ a sent
dx = \/; cos tdt

[FQ X - a)ax

e

sent

\/;cosf

dx = ~~———dt

2
sen t

[ F( a+x2)a’x

X=\/;fg7‘
Va

2
cos t

dx =

dt

TABLA MUY IMPORTANTE

A continuacién detallamos un ejemplo de cada cambio de variable.

10
J\/ 2 - x dx= I\/Z - ((\/Esem«))z -\Ecos tdt =

X=\Esenf

dx = \Ecos tat

= [\ 2 -2sen’t 2 cos tat = (N2 - sen’#) 2 costar = [\ 2cos’ t 2 costat =
:Jﬁd cos” t\[Bcos t d# = [ 2cos tos tdt = [ 2cos’ #d# = 2] cos’ dt

La integral resultante se resolverd mas adelante con el método 4.5.4.
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1 cost 1 cost 1 cost
= -[— Zde--j ~[— Zde-I- -[— 2]0’7‘-
/1 -sen’t - sen t cos’t - sen t cost U sen t
56/727"

sent cost 1
=] -[— °2de:j[— de
cost sen t sent

La integral resultante se resolverd mas adelante con el método 4.5.4.

30
INasxde=[\Nar2'1g’ s —S—dr= [\a +1g° 1) ——dt=

cos t coszf

x=\4tgt=21gt

Ja
dx=———dt

cos t

4 2 2 2 4 1
= - —dt=| —dt=|—dt=4f—adr

cos t cos t cost cos” t cos t cos t

La integral resultante se resolverd mas adelante con el método 4.5.4.
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4.5.4. Cambio de variable para Integrales Trigonométricas

Se usa para funciones del tipo
J f (senx, cosx)dx

Hay cuatro tipos posibles, segln sean las integrales trigonométricas;

Kk

TIPO DE FUNCION

TIPO DE CAMBIO

IMPAR en SENO

f (-senx) = - f (senx)

cosx=1

:

2
senx=\1-1+¢

-1
ax = ———dt

J1-#

IMPAR en COSENO

f(~cosx) = - f (cosx)

senx =t

1
dx= at
1-+
PAR en SENO y COSENO tgx= t
f
f (—senx, —cosx) = f (senx, cosx) | senx =
1+#
1
cosx =
1+#
1
dx = dt
1+¢
El resto de Integrales Trigonométricas
tg ==
2t
senx =
1+¢
1-+
cosx = ;
1+7¢
dx = > dt
1+7
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Los cambios vistos en la tabla anterior se sacan de relaciones trigonométricas, a continuacién
veremos como hemos conseguido dichos cambios.

a) Cambio para Integrales Trigonométricas Impar en Seno

2 2 2 2 2 2 2
cosx=t=>sen x + cos x=1=>sen x=1-cos x=>sen x=1-+t =>senx=\1-+¢

S. d S ﬂXO’X OIX !
cosx = 1= f' = — sé = = =
senx ’ 1 ‘2

b) Cambio para Integrales Trigonométricas Impar en Seno
Es el mismo razonamiento anterior pero cambiando el seno por el coseno y viceversa.

dr

c) Cambio para Integrales Trigonométricas Par en Seno y Coseno

1 1 1
fgx = t=1+1g" x= . = cos’ x= s ;= COosSX =
cos x l+tg x 1++¢ 1+#

senx t
tgx= = senx = fgxcosx = -

cosx 1471
dt=(tgx)' =—— dx= dx= cos’ df = S dt

cos X 1+7

A continuacidn vemos unhos ejemplos de cada uno de los cambios analizados anteriormente.

a) Cambio para Integrales Trigonométricas Impar en Seno
3 2
[ sen’ xcos® x
Vemos que es de seno impar ya que:

3 2 3 2 3 2 . . .
sen xcos x = (~sen x)cos x=—sen xcos x Cambia el signo de la funcion
Asi que hacemos el cambio sefialado:

cosx =1t

senx=1\1- +
-1

ax = ——dt
1-+

Tenemos que:

3 2 _ 28 ZL o 22,2 o 20,2 B
| sen” xcos xdx=[~[1- ¢ fﬁdf- [x1 - #71 dt = I(l t )t dt=
3 5

3 5
== J(F - Fan=-[Fdre If“dr:—% R

5 3 5



b) Cambio para Integrales Trigonométricas Impar en Seno

4
J sen xcosxdax
Comprobamos que es Impar de Coseno y hacemos los cambios explicados en la tabla

senx =171
cosx=\/1- +
1
ax =——dt
2
\N1-t
1 r sen’ x
[ sen’ xcos xdx = 7‘4)& - f;7df=jf4a’f i C= - +C
2
-t

c¢) Cambio para Integrales Trigonométricas Par en Seno y Coseno

1
[— ax
sen x
Comprobamos que es par, ya que aunque cambies el signo de seno, la funcién NO cambia de signo,

asi que hacemos los cambios del tercer caso.
1= fgx

Senx =

CosX =
2

1+7¢

dx = dt

2

1+¢
La funcion queda como:

1 1 1 >Z¢“‘ 1 1 -
[—ax=] : dt=] : dt=]—dt=[1" dt=
i A a




d) El resto de integrales trigonométricas.

1

1+ cosx

Comprobamos que dicha funcion NO cumple las propiedades anteriores y hacemos los cambios
explicados en la tabla:

ax

Tﬁ'f
9"

2t

1+
2

1-7
1+#

senx =

CoSX =

dx = dt

2

1+¢
La funcién queda:

1 1 24t 1 2dt 1+f 2dt
1+ dsz[ 2’ 2~ 2 2’ 2 ’
cosx 1-¢+ 1+t 1+t +1-¢ 1+¢ 2 1+t

* 2 2

1+¢ 1+¢
sen|
2

X
:1‘9_+C':— +C
b
cos|

2

2=

[dt=t+ c=

37



TEMA 5. INTEGRAL DEFINIDA
5.1. Introduccion

La integral se usa para hallar el drea de formas no conocidas.
Dividimos dichas formas en otras de las que si conocemos su drea, por ejemplo rectdngulos,

/ fm /

/
il -

e 4] a 4]
drea=b -altura drea=b -altura

a =f(m)Ax A=fM)rx
s=Xf(m)Ax S=2fM)ax

Observando las figuras anteriores, vemos que el cdlculo del drea se puede hacer por defecto o por
exceso, seglin esto tenemos que:

s = calculo del drea por defecto = SUMA INFERIOR DE RIEMANN

S = calculo del drea por exceso = SUMA SUPERIOR DE RIEMANN

Por tanto,

La mejor de todas las sumas inferiores con un troceado mayor, se llama Integral Inferior de
Riemann.

La mejor de todas las sumas superiores con un troceado mayor, se llama Integral Superior de
Riemann.

Si la integral superior y la integral inferior coinciden, el resultado es la Integral Definida.

jz f(x)dx

a
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5.2. Integrabilidad

Una funcién es integrable si tiene un drea definida entre la funcidn y el eje.
Aqui vemos unos ejemplos de funciones:

Vg va Sgr'e

a
Continua Continua MO Continua MO Continua
Derivable MO Derivable MO Derivable Mo Derivable
Integrakle Integrable Intecrakle Tal vez Integrakle

Por tanto, podemos decir que:

“Para que una funcién f(x) sea Integrable en un intervalo cerrado [a,b], deberd ser por lo
menos, discontinua de salto finito"

5.3. Propiedades de las Integrales

1 [ hfode= koo

n

. T [f (X)£g ()] dx=:]f(x)dx s jg(x)a’x

3. Sif()>0 Y xela, b]= | f(x)dx>0

4 Sif()29(x) enla, bl= | f(X)dx> | g(x)ax
5. |jjf(x)dx|g:]|f(x)|dx

6. Tf(x)dx:o

7. Tz - T £(x)ax

b

8. Sia<c<b :Tf(x)a’x: cjf(x)a’x + Tf(x)a’x
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5.4. Teorema del Valor Medio ***

Si tenemos una funcién f(x) continua en un intervalo cerrado [a,b], entonces existird al menos un
punto c € [a,b], de manera que cumpla

/

fic

-y

[ foyax=£()b - a)

:
2 (h-5)—
area = baze - attura

area = (h-a) - f(c)

Referente a este teorema nos pueden hacer dos cuestiones muy importantes:
- cuanto vale ¢, que es el punto de Valor Medio
- cuanto vale f(c) que es el Valor Medio de la funcién.

Ejemplo
1. De la siguiente funcidn,
a) es continua
b) Aplicar el Teorema del Valor Medio y hallar dicho valor.

fx)=4-x v [2,2]
a) La funcién es continua, ya que es un polinomio.
b) Aplicamos el Teorema del Valor Medio.

[(4-x"dx)= £(c)b - a) = F(c)(2 - (-2)) = 4 (c)

o X)) (s 2] (a8 8 16 32
_1(4 Xa’x)_£4x 3J -[42 J {4(2) 3J-8 FRL Rt hth

-2
Por tanto, el Valor Medio de la funcidn es:

32 8
=4f(c)=>f(c)=T—=T
(c)=f(c)= 123
Y que el punto de Valor Medio es:
8 12-8 4 4
f(e) = —'4 ¢ :>c2-4——'—-—:>6' -
3 3 3 3

Como el vanr‘ debe estar dentro del intervalo, vemos que tenemos dos puntos medios

JZ 4
c=.|T c="4\|T
3 Y 3

Observando la grafica de la funcién, comprobamos que el resultado es correcto.

4

N

-1.3 15
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5.5. Funcion Integral *** Examen Seguro

Como hemos visto anteriormente, la integral es el drea de la zona que hay entre la funcidny el eje

[ £(x)dx = AREA

Pero, si queremos el drea de una figura en la que un extremo del intervalo varia, tendremos dicha
drea en funcién de una variable t, esto se conoce como Funcidn Integral Definida Variable.

AREA = | £ (x)dx = F() FUNCION INTEGRAL

1
a

La funcién integral tiene las siguientes propiedades:
a) La funcién integral F(+) STEMPRE es continua
b) La funcién Integral F(t) es UNICA (nunca lleva el + C)
5.6. Teorema Fundamental del Célculo Integral (TFCI) *** Examen Seguro
Si Tenemos una funcién f(x) continua en el intervalo cerrado [a,b] y tenemos su funcién integral

F(t), entonces F(t) serd continua, derivable y F'(t) = f(t).
Estas caracteristicas se cumplen STEMPRE.

F(R) = Jfo)ax = F (9= £(9)

NOTA: El TFCT es muy Util para indicar que:
Si f(x) es continua -> F(t) es derivable
Si f(x) no es continua -> F(t) no es derivable

Ejemplo. La siguiente Funcién Integral es derivable?
r sen’ xcos® x

F(A)= [ —ax
. 7 ~cosx

Por el TFCI sabemos que si f(x) es continua, F(t) serd derivable, por tanto, estudiamos la
continuidad de f(x),
D={xeRVY 7 —cosx#0}={xec RV cosx#7}=>D:=R

Vemos que f(x) siempre es continua, ya que la funcion coseno solo varia entre 1y -1, por tanto F(t)
es derivable en todo R.
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5.7. Regla de Barrow

Si Tenemos una funcidn f(x) continua en el intervalo cerrado [a,b]y tenemos su funcién integral
F(t), entonces podemos decir que:

F(#)= Tf(x)dx =F(b) - F(a)

Es la explicacion tedrica de cémo se hacen las Integrales Definidas.

5.8. La Derivada de la Funcion Integral *** Examen Seguro

Existen diferentes variantes de la funcion Integral, a continuacion se ven todas y se explica como

hacer la derivada.

Funcidn Integral

Derivada de la Funcion Integral

Ejemplo

F(P) = JF ()ax

F'(r)=f(1)
Es la Funcién Integral Cldsica.

F(t):= Tf(x)a’x

F(F) = - [ Ax)dx = F (1) = - £ (1)

2

F(#)= [arcsen(/ /nx +1)dx =
t

F(#)=- Iar‘csen( Inx +1)dx =

2
F'(t)=-f(#)=-arcsen(\/ /nt+1)

g(t)
F(r)= | f(x)dx

F'(#)=1f@(#)) 9" ("
Parecida a la Regla de la Cadena.

cost x +1
F(= | In|—|dx=>
. X
, cost +1
F'(t)= /n—2f~(—se/77‘)
5

9(1)
F(#)= | f(x)ax

h(t)

F(= | Add s | Axydx =

h(t)

h(t) q(t)
=- | Axdx+ | Ax)dx =

F'(#)=~f(h($) -k (1) +f(g(#) g (¢
F'(#)=f(g(#))-g"(#) —f(h(#)) h'(7)

Parecido a la Regla de Barrow.

Int \/X2+1

= s d.
F(7) ej" arcco. tox X =
, [\/ In*t + 1] 1
F'(t)=arccos| ——— | ~— -
tg(/nt) t

’ er + 1 .
-arccos| —— | e

tg(e”)

F(P) = [9(r) f (x)dx

F(P) = g () Jf (x)ax =

F'(#) = g (1) - JANdx + 9 (1) (1)

Hacemos la derivada de un producto.

1 1
F(#)=[ e dx=7 [e"dx=
1 1

;
F'(t)=2t[e"dx + fe'=

1
=2t e}« Pel=2t(e’ -e')+ e’
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Ejercicio Tipico de Examen.

Hacer el siguiente limite

]\/ x% +ldx

.0
lim ————
+-0 sent La integral definida entre
el mismo numero es nula.
' 2 h 2
N x%+ldx f\/x +ldxy
.0 0 0
lim = = =
-0 sent senQ 0

Por tanto, aplicamos L'Hopital
Cf) . Fe) At Noled
lim = lim — = lim =

x—a Q(X) x—>a g (X) +—0 cost 1

1
=—=1
1

5.8. Funcion Integral en varios tramos

Se estudia la funcidn integral en cada tramo de forma independiente, pero teniendo en cuenta el
tramo anterior, ya que la Funcién Integral es como una gran suma...

Ejemplo.

Calcular F(t) de f(x) en el intervalo [0,3]
2x v 0<x<1

fla= {X +2 V 1«x<3

Observando f(x) tendremos que F(*) serd:

t
[2xdx v 0< t<l x*|lv 0<t<1
0

_ _ 2 4
F(r)= = F(1)= X2|6 + [X2—+2x] vV 1< +<3
1

1 t
[2xdx + [(x+2)dx v 1< #<3
0 1

Calculando la Funcién Integral, tenemos:

1) = - 12 F) =47 3
F(7) 12—02+?+27‘-[2—+2~1]v 1<7'£3:>F() ?+27‘—? v 1< <3

43



5.9. Célculo de dreas

La Funcién Integral sirve para calcular dreas de graficas, segln sean dichas grdficas se usa un
método u otro.
A continuacion estudiamos los diferentes métodos.

Area de una funcién

I , b
sobre el eje 19\0'/ Area = | f(x)dx
|

1]

Area de una funcién , 5
debajo del eje a b Area =~ [ f (x)dx
4
/|
Area entre dos funciones ) , b
- Area = | (g(x) = f(x))dx
gix) Parecido a la Regla de Barrow, la funcidn
superior menos la inferior.
— .
Area entre dos funciones , b
cortando los ejes () Area = [ (9(x) ~ f (x))dx
Tgual que en el caso anterior, no importa que
| los ejes se corten ya que lo que queremos es el
w& drea de la parte que hay entre ambas
funciones, da igual su situacion respecto a los
ejes.
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Ejemplo.

4. Hallar el drea de la region limitada por

a)
y=x*-2
y+x =0

1° Colocamos las funciones de forma conocida.
y=x"-2=f(x)=x"-2
y+x=0=>y=-x=>g(x)=—x

2° Hallamos los puntos de corte entre ambas funciones, para ello las igualamos.

“144/12 -4-1:(-2) 1+3 {1
= = X=

2-1 2 -2

X2 -2=-x>x*+x-2:=0> x=

3° Debemos saber en que posicién esta cada grdfica, para ello no hace falta dibujarlas, con saber
el valor de cada una de ellas para un valor x del intervalo, sabemos cual esta por encima.

f(0)=0%-2=-2
9(0)=-0
Vemos que g(x) esta por encima de f(x).

4° Sabiendo los puntos de corte y que g(x) es la superior, tenemos que el drea de la regidn serd:

, p 1 X3 X2 1
Areaz [ QU= F))dx = | (x=(x* ~2)dx)z| == = = eax|
-2 -2 -2
13 17 8 4 9 ,
+2:(2)|=-—-—+2 ~—+—+4=—y
3 2 3 2 2

o1t [_(-2)3 (-2)°
3 2

Viendo la gréfica comprobamos que todo esta correcto.
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b)

Xy =2
y=2x
x =2y

1° Colocamos las funciones de forma conocida.

2 2
Xy:Z:y:;:f(x):;

y=2x=>g9(x)=2x
2 X e h(x) =
X = = A X)=—
y=Y > >

2° Hallamos los puntos de corte entre ambas funciones, como en este caso tenemos tres funciones,
tenemos que dibujar las funciones para saber cual se cruza con cual y luego igualaras dos a dos.

41 sl Vemos que la regién es simétrica, por tanto, valdrd con calcular una
gl zona y luego multiplicar por dos.

21 B En la grdfica vemos que para hallar el drea de la regién superior, las
funciones que cortan son:

; ; ; f(x) con g(x)

2 2 4 f(x) con h(x)

24 g(x) con h(x)

Tgualamos las funciones en las parejas obtenidas anteriormente;

2
f(x)=g(x)=>—=2x = 2:=2x* = x*z1 = x= +1
X

Fx)zh(x)>—=2m 4z x% = x= 42
x 2

g(x) con h(x) se cruzan en x=0, lo vemos en la grdfica.

Por tanto, como hemos dicho que vamos a hallar la regién superior, solo cogemos los puntos de
corte que estdn en la parte superior de los ejes, asi que tenemos los siguientes puntos de corte;
a=0, b=1, c=2

3° Sabiendo los puntos de corte y la posicién de cada funcidn, tenemos que el drea de la regién
serd:

Area = 1j(g(x)—h(x))c/x . Zj(f(x)-h(x))a’x: 1][2)(—?] dx + TE‘?] dx =

0

1 (2] 1 (x2))° 12 02 22 17
=X === | *|2mx-=-|=|| =1°-0"-—+—+2/n2 -2/n1 ~—+—=
[ 2 [2”0 ), 4 4 4 "4

1 1 .
=1 "2t 2/n2 -2/n1 -1 *3 - 2/n2 - 2/n1 = 2/n2 Area de la regidn superior

Area Total = 2-2/n2= 4 /n2
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TEMA 6. SERIES

6.1. Sucesiones

Una sucesidn es una coleccién ordenada de nidmeros, que normalmente sigue algin tipo de formula,
en funcién de los nimeros naturales.

{a,, a,, a;, ..}
Algunos ejemplos de sucesiones, pueden ser
{1, 2,3, .}

{1, 4, 9,16, ..}

11 1
1, = = 7 -
{ 2'3" 4 }

Y observando estas sucesiones, podemos hallar el término general de cada una de ellas, dicho
termino general indica la férmula que sigue cada sucesidn, por ejemplo
1,2,3,4, ..} =a,z=n

{1,4,9,16, ..}y =a,=n°

11 1
1, =) — — .. ( >a,=—
2 3

NI

n

6.2. Series

Una serie es la suma de todos los elementos de una sucesién
o0

2 a,
=1

En los casos anteriores, fendremos las siguientes series;

3

ia”:iﬂ:1+2 +3+4+ . +0zw
n=1 n=1

Y a, =Y P =1+4+9+16 4. +0l o0
n=1 n=1

o0 o0 1

Z a,= z—:l +l+1—+l+ +—z?27?
n=1 n:l” 2 3 4 *®

6.3. Cardcter de las series ***
Las series solo pueden tener dos caracteres distintos, dependiendo de su resultado:

Convergente. Si el resultado de la suma es un nimero finito

1 1 1 1
=—+—+——+..=201+0,01+0,001 + .. =0,111111..

;10”7 10 100 1000

Divergente. Si el resultado de la suma es +e

ia”:iﬂ2:1+4+9+16+...=w

n=1 n=1
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6.4. Tipos de series
6.4.1. Series de términos positivos ***

Son aquellas donde todos sus términos son positivos.

Condlicion necesaria de convergencia.
Para que una serie sea convergente deberd cumplir obligatoriamente que:

lima,= 0

n—o

Dicha condicién es necesaria, pero NO suficiente.

1 1
>—=1+—+—+_ = lim—=—=0 Cumple la condicién pero no es convergente
n 2 3 noo N 0
1 1 1 .
2= l+—+—+ = lim—=—=0 Estasies convergente
n n—o N 0

Criterios de convergencia
Los criterios de convergencia son métodos que permiten analizar la convergencia de la serie.

Criterios Criterio del cociente Si tenemos una serie Za " calculamos

Absolutos o de D'alembert P<1 = CONVERGENTE
=P =1 P>1 = DIVERGENTE
n P=1 = Criterio de Raabe

an+1

lim

noo a

Este criterio se usa para series factoriales o exponenciales.

A veces se usa en Polinémicas de poco grado.

Criterio de Raabe Es una continuacién de anterior, en este caso calculamos
[ a,“lJ P« 1 = DIVERGENTE
limn|1-——| =P = {P>1 = CONVERGENTE
a P=1 = No hay nada que hacer

n—>o n

Se usa en el mismo tipo de series que el criterio anterior, ya
que es su continuacién.

Criterio de laRaiz o | Si tenemos una serie Y a, calculamos

de Cauchy P<1 = CONVERGENTE

lim&/a, =P = §P>1 = DIVERGENTE

nos P=1 =277
Este criterio se usa para series exponenciales o Polinémicas.
Nunca en series factoriales.
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Criterios Comparativos o de
Comparacion.

Estos criterios se basan en
unas series de referencia;

a) Serie arménica
211 . {m <1= DIV
n

o« >1 = CONV
b) Serie geométrica
T r>1 = DIV
0<r«l = CONV

Primer Criterio. No es muy aconsejable.
Si queremos analizar una serie Y a, (la comparamos con otra de

referencia ) b,
0< Ya, <Xb, = si Xb, es CONV= Ya, es CONV
da, =2xb, = si b, es DIV= }a, es DIV

Segundo Criterio. El mds aconsejable de los dos.
Si queremos analizar una serie Y.a, la comparamos con otra de

referencia Y b,

a P#0 y P+ w = Jas dos series tienen el mismo caracter
lim—Z =P = {P=0 = Yb, es CONV = Ya, es CONV
noe Ea P=w = b, es DIV = Ya, es DIV

Ejemplos de criterios de convergencia

Criterio del cociente o de D'alembert

2”
U a,, Al 2% 1) 2 2
Z"(/7-1)' :nli:;\ " A_L,,ILT n-1 ,,ILT 277 p _,,h::o‘n_ w—020<1:CONV
(n-1)
2/7'1
D= -1l nt = n (n-1)(n-2)(n-3).. (n - 1) 1
i ) (n = 1) = (n-1)(n-2)(n-3).. n! n
an*l =2—: 2_
(n-1+0)  nl
2n+2)
@2n)! I Aper i (n+2)(n+1) @n+2)(n+1)nl (2n+2)(2n+1)
el o a, hame @)@ (e D) (ne2) ke (ne2)(nel)
T (n+1)n! T
2n)
a, - _@n+2) _(@n+2)@ne)en2n-@n-2).. . .
(n+ 1)l T eny @n(2n-1)2n-2).. = (@n=2)(2n+1)
) 2(n+1) _ (2n +2) I - n n(n-1)(n-2)(n-3).. 1
It S e O(n1) (ne2)(nel) 2T (ne2) T (ne2)n)(m(n-1)(n-2)..  (n+2)(n+l)

 4n* +2n+4n+2 4n® +6n+2
= lim = lim

N +n+2n+2 oo NP +3n+2

_4
1

n—ro

=4 > 1= DIVERGENTE
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Criterio de Raabe
(n+1)124""1

((n))4" T @2(m1))! _4rt@m\n s 4(n+1)

>——"—"—= lim = lim = lim = lim —— 2 =

2n) noo A, Kase  ((n1))24" noo 4720+ 2)(M?) P ase (2n+2)(20+1)
@2n)

n1247 - @n 2n2n-1)(2n-1)... } 1

a,-= (éﬂ)l 1 (2m+2)! ) (2n+2)(2n+1)(2n)(2n-1)(2n -2)... ) (2n+2)(2n+1)
(ne1yan JRRNGES S G (RSN RV

a,. = 201! n? ((n(n-1)(n-2)..))

4(n+1)y i 4(n°+2n+1) i 4n° +8n+4 i: = Rugbe

= lim = lim =lim =
noo (20+2)(2N+1) e 4NP +2n+ 4N+ 2 4w AN +6n+2 4

, a,. ) 4n® +8n + 4  n@n®+6n+2-4n*-8n-4)
= lim n|1-—"=| =z limn|1 -————| = i =

2 m 2
s a, > 4n® +6n+2 e 4n® +6n+2
4nPv6n*+2n-4n*-8n°*-4n -2n*-2n -2 -1
= lim : = lim —————=—7=—< 1 = DIVERGENTE
o, 4n° + 6n+2 non 4n°+6n+2 4 2

Criterio de la Raiz o de Cauchy

Z1 Lz] ’ 1{2]” ’ \F {2] L2202
—— = ma|l —|—1I =lima/—- 4 — | =lim —/— —=lim—= —«<1=
nl5) 7 N als) N N B) T oS, 5T,,Lm 5 5

L L
lim w? = lim 7" = 0" = 0° = Indeterminado
n—o n—w
Haciendo un desarrollo de la indeterminacién anterior, sabemos que:
lim ”\/—ﬂ =1 lim &/ polinomio = 1
n—o n—o

Saber dicho desarrollo no es necesario en esta asignatura.

-
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Segundo Criterio. El mds aconsejable de los dos.

1 +Acos?n
n® +2

1° eliminamos el coseno, sustituyéndolo por el valor mds alto que puede tomar, sabiendo que:
-1<cosn<l

0 <cos’n<1 Vemos que el valor mas alto que puede seres
0 <’icos’n <)
Por tanto, la serie queda:
1+
> n®+2
2° Comparamos la serie con la serie armdnica, porque es una cociente de polinomios. Elegimos la
armdnicay el valor de « como la resta de los exponentes de la serie.

Sb, Yy
n n

1+2
Ca, ont+2 (1 +n)n® 1+
lim —= lim = lim = =1+
n—o b” n—w L n—wo ”2 + 2 T 1

n?

El limite de un cociente de polinomios es el
cociente de los factores con mayor grado.

Por tanto, segln las respuestas que hos dan:
a) No convergente para = 1
L=1=1+r=2= P=0 y P#0 = a,=b,= CONVERGENTE = Esta opcion es Falsa
b) Convergente solo para 0< A < 1
Ya hemos visto que para 3 =1 es convergente, por tanto esta opcién también es Falsa
¢) Ninguna de las anteriores
Esta es la solucion.
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6.4.2. Series alternantes u ordenantes ***

Es una serie cuyos términos alternan el signo, mediante un coeficiente que provoca la alternancia.
2(1)" a,

> cos(nn)- a,
Para resolver este tipo de series, debemos aplicar el criterio de Leibnitz.

6.4.2.1. Criterio de Leibnitz
Condicion necesaria de convergencia.

Si tenemos una serie de la forma Y. (-1)"* a

y queremos que converja, debe cumplir que:

n

lima,= 0

n—o

Método de Leibnitz
1°" Paso. Estudiamos la serie con los términos positivos solamente 3 a,

a) Si ) a, converge => absolutamente convergente

b) Si Y a, diverge => paso 2°

2° Paso. Estudiamos la serie completa, con los términos alternantes.
a) > (-1)": a, converge => condicionalmente convergente

b) > (-1)"* a, diverge => divergente

Ejemplo.

>yt

Vemos que es una serie alternantes, por tanto aplicamos Leibnitz
1° Paso. Estudiamos la serie solo con los términos positivos.

In

N

n+2

z n+2
Aplicamos el segundo criterio de comparacién, siendo nuestra serie de referencia:
1 1 1 1
2T Vaz—= Z—1= > ——=DIVERGENTE
n

Exponente = exponente del

denominador menos exponente

del dividendo. 1-3 =3

Por tanto,
N
.a,  hn+2 N . n 1

lim—= lim = lim = lim =—=1
nse D, now now N F noo N+ 2 1
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Por tanto, las dos series tienen el mismo cardcter, asi que nuestra serie tiene un cardcter
divergente, por tanto, debemos pasar al 2° Paso.

2° Paso. Estudiamos la serie con todos los términos.

0
lim \/; = T = 0 = CONVERGE = CONDICIONALMENTE CONVERGENTE

n—owo /7"’2A

Cogemos los coeficientes de la n de mayor
grado, en este caso el mayor grado es 1, asi
que elegimos los coeficientes de grado = 1.

Ejemplo
[(2/7 +1)r )
sen| ———————
» 2
n+1

La parte del seno, solo es para hacer que la serie sea alternante.

1° Paso. Estudiamos la serie solo con los términos positivos.

1
)3

n+1

Estudiamos la serie mediante el criterio de comparacién, que es el mejor para cocientes, por tanto,

tenemos que la serie de referencia es:

1 1
Z—a V a =1 32—3 DIVERGENTE
n n

1-0=1
1
a, n+1 n

lim—= lim = lim = 1= DIVERGE

n—ro n n—ro = n-oro n+ 1
n

2° Paso. Estudiamos toda la serie.
1 0
lim 1 = T = 0 = CONVERGENTE = CONDICIONALMENTE CONVERGENTE
noo N+

6.4.3. Tabla resumen de Series

Series de términos positivos | Criterios Absolutos Criterio del cociente

Criterio de Raabe

Criterio de Raiz de Cauchy

Criterios Comparativos | Primer criterio

Segundo criterio

Series alternantes Criterio de Leibnitz
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TEMA 7. INTERPOLACION POLINOMICA
7.1. Introduccion

La interpolacidn Polinémica es una aproximacion polindmica de una funcién, en un intervalo [a,b]
Es decir, conociendo algunos puntos de la funcion, podemos buscar un polinomio que pase
exactamente por esos puntos, y de esta forma, encontrar una aproximacion a la funcién.
Sabiendo que:

Los puntos de f conocidos son nodos Xo, X1, Xn
La distancia entre nodos se llama distancia internodal h

El grado del Polinomio Interpolar, es igual al nimero de nodos
menos uno (n-1)

®1ooW1 RE #n

7.2. Métodos para hallar el Polinomio Interpolar

7.2.1. Métodos generales
Para hallar el polinomio Interpolar, existen dos métodos, cualquiera de los dos son vdlidos siempre.

7.2.1.1. Método de Lagrange ***
Tenemos la funcién f(x)

Tenemos los nodos Xo, X1, X2

El Polinomio Interpolar serd:

Py(x)= fxo)Ls + fx)Ly + f(x;)L5
Sabiendo que:

(x = x )(x~x;)
(xo = X1 )Xo ~ x7)
L rmx)xmxg) Restamos a x todos los nodos menos el del término
T, - X)X, - X,) Restamos al nodo del termino, todos los demds hodos

(x = xy)(x — xy)

:(Xz - X)X, — xp)

L=

L

N =

Ejemplo. Sea P el polinomio de tercer grado cuya grafica pasa por los puntos (-2,3), (0,0), (1,3) y
(2,1). Hallar Ps.
(-2,3)=>x,="2=>f(xy)=3 0,0)=x,=0=>f(x,)=0
1,3)>x,=1=>f(x,)=3 2, 1)=>x;=2=>Ff(x;)=1

Los términos serdn:
(X -x))x—x)(x-x3)  (x-0)x-1)x-2) x(x-1)x-2)
(xo = X )Xo = X, )Xo = x3) (-2 -0)-2-1)-2-2) -24

LY =

54



(X = x)x — X)X = X3) (x+2)(x—1)(x-2) (x+2)(x-1)(x-2)

L;:(xl—Xo)(xl—xz)(xl—xa)_(O+2)(O—1)(0—2)_ 4

sz - (x = xo )(x = X )(x — x3) _x+2)x-0)(x-2) (x+2)x(x-2)
X)X, m X)X, — X)) (1+2)1-0)1-2) -3

/3 - (X - X)X - x)x-x,) (x+2)(x-0)x-1) (x+2)x(x-1)
s mx )Xy — X)X —x,) (2+2)2-0)2-1) 8

Asi que el polinomio queda de la siguiente forma:

P3(X):3_{x(x-1)(x-2)] Co-t 3_[x(x+2)(x-2)] +1.{x(x+2)(x-1)]:
-24 -3 8
D 1) -2) - S (e 2)x-2) + —x(x s 2)(x +1)
s-—x(x-1)(x~- - Tx(x+2)(x- + —x(x+2)(x+
24 3 8
Por tanto,
-18 2 3 1 4
P(-1)=—— -3 + == — -3 +—=—-3:=-2
24 8 4 4 4
8 30 3 15 12
P,(3)=— -15 + —= -— =15 +—=— -15 = - 12
24 8 4 4 4

7.2.1.2. Método de Newton

Tenemos la funcidn f(x)
Tenemos los nodos Xo, X1, X2
El Polinomio Interpolar serd:
Py(x)=ay+a,(x—x,) + a,(x = xy)(x~x;)

Sabiendo que:

a, = f(xg)
f(x,) f(x,)
a, = +
Xo T X X1~ X
f(x,) f(x,) f(x;)
a, =

(Xo _X1)(Xo _Xz) i (X1 _Xo)(X1 _Xz) i (Xz _Xo)(Xz _X1)
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7.2.3. Método especial. Método de Newton-Gregory ***

Este método es un método especial para nodos equidistantes, es decir, que la distancia internodal
sea siempre la misma.

El método consiste en hacer un triangulo de diferencias.

nodo funcion A f A2 f A3 f

o | Flto) P00~ Fl) | FOs) - FCo0) = O 0D e (s s 1 fs ol
x| flx)| FOR)—Fx)| fxs) = fx,) ~(fx,) - f(x))

x, | f(x,)| flx3)-f(x;)

x5 | fx;)

Hemos ido restando al de abajo lo de arriba, sucesivamente, hasta quedarnos con un solo término.

Nos fijamos en la parte superior del triangulo, para hallar el polinomio interpolar.
2 3

(¥ = x)x—x;)+

f
P(x) = £xy) +ﬁ—h(x—xo> (x = x5 Jx = X, )(x = X,)

+
21 A A

Ejemplo

T
Sea f(x) = sen [EX] + cos(nx) hallar el polinomio interpolar relativo a los nodos xo=1, x1=2,
X2=3.
Vemos que h = 1 siempre.

Hacemos el triangulo de diferencias, sabiendo que:

X, =1 :f(xo)zsen[gx] +cos(nx) = sen[ ] +cos(n)=1-1=0

N A

X =2 :f(xl):sen[gx] + cos(nx) = sen[ 2] +cos(n2)=0+1 =1

N a

X, =3 :f(xz):sen[gx] +cos(nx) = sen{§3] +cos(n3)=-1-1=-2
n |f AF | A%F
1 1 -4
2 |1 -3
3 |-2

Por tanto, tenemos que el polinomio interpolar

ZITZ(X'XO)(X-XIF(X-I)- %(x-l)(x—Z)z (x-1)- 2(x-1)x-2)

Y ahora sustituimos la x por los valores que necesitemos.

1
’Ds(X)=O+1!_1(X_Xo)+
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CUADRO RESUMEN DE FORMULAS IMPORTANTES *** libro

Férmulas _ senx sen2x=2senxcosx
trigonométricas g x CoS X

sen®x +cos’x =1 cos2x= cos’x - sen’x

1+ tg%xs= >

cos’ x
Datos
Trigonometricos | ["Ahaulos [0 [ T1/6 | TI/4 | T1/3 | Ti/2 | 2T1/3 [ 3T1/4 |5T1/6 | T
sen x 0|1/2 \/? \/? 1 \/; \E 1/2 0
2 |2 2 |2
cos X 1 \/; \/? 1/2 |0 -1/2 \/? \/? -1
2 |2 2 |2

Logaritmos Ln1=0 Ln0=-o
conocidos Lhe=1 Lh oo = oo

/ne® =2

/ne® =3
Exponenciales el-e e’ = w
conocidas e® = 1 e =0
Propiedades In(a -b)=Ina +Inb In(a®) = bina
Logaritmicas a
No In{z] =/na - Inb
Indeterminaciones

g: ) —=0

o’ = w O'O = O

o0 + 00 = 00 0000 = 00

a o0

—=0 — =z o

0 a

a 0

— - o —=0

0 a

SEN
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